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Abstrak. Penyelesaian tepat berkamiran nyata, bagi persamaan resapan linear teritlak 
berpotensi afin, diperoleh dalam bentuk yang serupa dengan penyelesaian kamiran 
(Feynman) fungsian yang sedia ada. 

Abstract. For the generalised linear diffusion equation with an affine potential, we 
obtain the exact real integral solution in a form similar to the existing functional 
(Feynman) integral solution. 

1.0 PENGENALAN 
Kewujudan penyelesaian kamiran lintasan bagi persamaan resapan linear teritlak dalam 
matra satu berbentuk: 

7/Jt(x, t) = a'f/Jxx(x, t)- /3 V(x, t) '1/J(x, t), '1/J(x, 0) = if>(x) (1) 

dengan a, /3 adalah pemalar kompleks yang sesuai (pili han tertentu a dan /3 memberikan 
sama persamaan haba a tau Schrooinger) dan subskrip menandakan terbitan separa, telah 
dipostulat lama dahulu oleh Feynman [2] bagi kasus a = ih/2m dan /3 = if h (iaitu per­
samaan Schrodinger bagi zarah berjisim m; 27rh = h pemalar Planck). Kini penyelesaian 
karniran lintasan itu terkenal sebagai 'karniran Feynman': 

'1/J(x, t) = j eksp{(i/h) lot [(m/2)-y2(s)- V(T(s))]ds}. ¢(-y(O)) d-y, (2) 

pada 'karniran' dilakukan ke atas semua lintasan klasik -y(s) yang memenuhi m ;;;_- (8VJ[Yy), 
-y(O) = y, -y(t) = x titik menandakan terbitan terhadap s. Walau bagaimanapun, se­
hingga kini 'karniran Feynman' itu masih memiliki kecacatan radikal di segi justifikasi mate­
matiknya (Roesptorf [7]), khususnya berkaitan 'sukatan kompleks'nya. Semenjak Feynman 
[2] ramai penyelidik cuba memformulasi berbagai-bagai pendekatan rapi bagi memaktubkan 
kewujudan kamiran tersebut, walaupun umum mempersetujui bahawa formulasi-formulasi 
tersebut masih tersisih daripada hipotesis Feynman itu (Shaharir [11] untuk perbincangan 
lanjut). Walau bagaimanapun, bagi kasus a> 0 dan /3 > 0 (persamaan haba atau resapan 
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klasik), bentuk penyelesaian kamiran fungsian persamaan (1) terkenal semenjak analisis 
rapi Kac [3]lagi sebagai (dinamai juga rumus Feynman-Kac atau kamiran 'Wiener'): 

'1/J(x,t) = j eksp[ -{3/ot V('f/J(s))ds]P('Y(O))) dW7, (3) 

kamiran dilakukan ke atas set fungsi selanjar dalam selang [O,t] dengan 7(t) = 0 dan dW('Y) 
ialah sukatan Wiener; atau sebagai jangkaan kebarangkalian 

'1/J(x, t) = Jw(eksp[- {31t V('Y(s))ds] ct>('Y(O))). (4) 

Sesungguhnya keputusan (4) itu merangsang kepercayaan beberapa pihak, terutamanya 
yang ingin menghayati 'kamiran Feynman' seperti yang diutarakan oleh Shaharir [9] bahawa, 
sekurang-kurangnya untuk beberapa potensi V yang penting dan dengan a, {3 yang sesuai, 
wujud penyelesaian tepat bagi (1) dalam bentuk kamiran nyata 

'1/J(x, t) = JM[eksp{f3/ot V('Y(s))ds }E(t, x, .) ¢('Y(O))] (5) 

untuk suatu lE yang boleh ditentukan, dengan syarat lintasan klasik mi' ~' 'Y(t) 
x, 'Y(O) = y. Konjektur (5) ialah jangkaan terhadap suatu taburan M seperti taburan 
normal kompleks N(x, u2 (t)) dengan minx dan varians u2 (t) (Shaharir [10]). 

Shaharir dan Hafsah [13] (lihat rujukan terkandung bagi kerja terdahulu dalam arah 
ini) mendakwa memperoleh penyelesaian persamaan resapan teritlak (1) bagi kasus potensi 
V = 0, dalam bentuk penyelesaian tepat berkamiran nyata menerusi penjelmaan Fourier. 
Namun demikian, Shaharir dan Zainal [14] mendapati keputusan mereka itu sebenarnya sah 
bagi potensi pemalar sahaja. Sesungguhnya kasus ini agak remeh. Justeru itu, makalah ini 
memberikan satu lagi cara untuk melihat kewujudan suatu penyelesaian tepat berkarniran 
nyata, yang menyerupai (5), bagi persamaan satu (1) dengan potensi afin V = Lx + P 
dalam matra satu (Shaharir [12], Shaharir dan Zainal [15]), bagi pendekatan lebih umum). 
Motivasi kepada pendekatan ini terbit daripada isu pengungkapan penyelesaian resapan bagi 
V = Lx ke dalam bentuk kamiran Feynman yang diingini seperti konjektur (5). Masalah 
penyelesaian persamaan Schrooinger berpotensi linear ini sudah terkenal boleh diselesaikan 
menerusi kaedah pemisahan pemboleh ubah yang memberikan penyelesaian pemboleh ubah 
yang memberikan penyelesaian (Landau & Lifshitz [4]) 

a tau 

dengan 

'1/J(x, t) = [oo A(>.)eksp( -i>.t) JE(() d>., 

( = (x- ~).(-!£) 1 /3 , a = ~: ;{3 = i/h 

'1/J(x, t) = [oo 1: ct>(y)eksp( -i>.t)X(ry) X(() d>. dy, 

X(() = _!.._ J eksp i[(u3 /3) + (uj du, 
271" 

(6) 
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ialah fungsi Airy, 17 = (y - h£ ).( ~L) l / 3. 

Namun penyelesaian (6) yang terhasil itu tidaklah sedia atau mudah terungkap sebagai 
'kamiran Feynman' yang diingini itu. 

Sebagaimana yang telah dimaklumi oleh ramai penyelidik, kaedah kamiran lintasan Feyn­
man kini menjadi kaedah perkasa dalam pelbagai bidang fizik daripada teori medan terkuan­
tum sehinggalah fizik jirirn terpeluwap dan fizik kimia (polimer) (lihat Lundqvist et. al [16]). 
Matlamat utama kajian kami yang giat diusahakan kini ialah untuk memberikan justifikasi 
matematik yang kukuh kepada 'kamiran Feynman' itu. Usulan berikutnya merupakan kepu­
tusan utama makalah ini. 

2.0 KEPUTUSAN 
Usulan: 

Persamaan resapan linear teritlak bagi potensi afin V(z) = Lz + P, L dan P kompleks, 
dalam matra satu seperti pada persamaan (1), berpenyelesaian kamiran nyata yang tepat 

1 roo { ( -(x- y + J.L(t))2) 
7./J(x, t) = cr(t).J27r } _ eksp 2cr2(t) 

eksp ( -e(fot V('y(s))ds + JE(t)) J ¢(y)} dy, t > o, (7) 

Jika a, {3 nombor kompleks yang memenuhi sifat Ny(a) ~ 0; dengan <f>€Sc ruang 

Schwartz, cr2(t) = 2at, J.L(t) = 0, JE(t) = -( L
2

t
3 

\~/3
2 

L
2
t

3
) dan 'Y(s) lintasan klasik zarah 

berjisim niskala m = (-l/2a{j) yang memenuhi mO: -(8V('y(s))/8'Y), dengan syarat 
'Y(t) - x dan 'Y(O) = y. 

Bukti: 
Keputusan V = 0 (Shaharir [8]) dan konjektur (5) mengesyorkan penyelesaian tepat 

berkamiran nyata itu berbentuk 7./J(x , t) = J G(x, t; y, 0) tj>(y)dy, t > 0, fungsi Green 
bagi (1) , 

1 j { k (-(x-y+J.L(t)) 2) 
= cr(t).J27r e sp 2cr2 (t) 

eksp( -fj(fotv('y(s))ds + JE(y,t))]¢(y)} dy, t>O, (8(a)) 

a tau 

= loo JF(x,y,t) eksp(-!3(fot V('y(s))ds + JE(y,t))]<t>(y) dy, (8(b)) 

dengan 

1 (x- y + J.L(t)) 2) 
JF(x, y, t) - cr(t).j27r eksp(- 2cr2(t) ), (8( c)) 

dan cr(t) , J.L(t) , JE(y , t) masih belum diketahui. 
Boleh diperhatikan bahawa (8(a)) mengimplikasikan 
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1/Jt = j_:{[Ft-f3F{fotatVb(s))ds +V(x) +l&t(y,t)}] 

eksp[-f3(1t V('y(s))ds + l&(y, t))]¢(y)} dy, (9(a)) 

'v'(x , t), t > 0; dan 

m/Jxx- {3V(x)1/J = !"" { [o:Fxx - 2o:f3Fx {t 8xV('y(s))ds + [o:(f3 t 8xV('y(s))ds)
2

-
-oo Jo Jo c 

h 
(9(b)) s f3V(x)]F] eksp[-f3(1t V('y(s))ds + l&{y,t)])]¢(y)} dy, 'v'(x,t), t > 0. 

Menerusi {9(a), (b)), persamaan (8{b)) bagi kasus potensi V afin memenuhi (1) jika 

Ft- {3F{lt Ot V('y(s))ds + V(x) + l&t(Y, t)} = 

o:Fxx- 2o:fJFx 1t OxV('y(s))ds + [o:(f31t 8xV('r(s))ds)2
- {3V(x)] F. 

Menerusi (8(c)), persamaan {lO{a)) boleh ditulis semula sebagai 

{3{ t Ot('y(s))ds + l&t(y,t)} + 2o:f3(x-y
2
+J.L) t 8xV('y(s))ds + 

Jo u Jo 

o:(f31t 8xV(')'(s))ds)2
}. 

(lO(a)) 

(lO{b)) 

Boleh diperlihatkan bahawa persamaan mi = -(oV('y(s)/8')'), dengan syarat 'Y(t) = x 
dan ')'{0) = y memberikan lintasan klasik zarah berjisim m: 

Dengan mengambil perhatian bahawa sebutan-sebutan lain berkuasa y kurang daripada 
3 maka kita boleh anggap 

l&(y, t) = A(t) + B(t)y + C(t)y2
. 

Seterusnya penyamaan pekali xnym dalam hubungan (10(b) memberikan u 2o:(t), f-L = 
0, A(t ) = -(L2t3 /12m), -(o:{3L2t 3/12), B = 0 dan C = 0. 

Keputusan ini mengimplikasikan bentuk fungsi Green 
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G(x,t;y,O) = 
14

1 
eksp(-(:-y)

2
)) eksp(-.8 r V('Y(s))ds + (,BL2t 3/12m) + 

v 1rat at }0 

(a/32 L 2t 3 /12)) (ll(a)) 

= _1_ eksp[(-(x- y)2) - _21 L.Bt(x + y) + L2,82at - ,8Pt3] 
.j1r at 4at 12 

(ll(b)) 

Boleh diperlihatkan bahawa G(x, t; y , 0) berbentuk {ll(a)) memenuhi persamaan Gt = 
a:Gxx- ,BVG (sebagai suatu fungsi Green) apabila syarat m = -1/2a.B dipenuhi. 

Seterusnya kami tunjukkan bahawa G(x, t; y, 0) di atas sememangnya sah menjadi fungsi 
Green untuk a, .B nombor kompleks yang sesuai, dengan memperlihatkan keesahan 
hadt_,oG(x,t;y,O) = 6(x-y). Khususnya, diselidiki {ll{b)) bagi a,.B nombor kompleks 

I) supaya memenuhi (Lightill [51) 
hadt ..... o J~ex> G(x, t; y, 0) ¢(x)dx = ¢(y), ¢ f Sc . 

Untuk sebarang ¢ f Scdant > 0, didapati 

I l ex> _1_ eksp[ -(x- y + a,BLt2)2] ¢(x) dx- ¢(y, t)l 
-ex> .j47rat 4at 

I) 11 ~eksp(-w
2

){(¢(w + y- a,BLt2)- ¢(y-a,8Lt2 )}dwi, 
-ex> v 47rat 4at 

w -= x- y + a,8Lt2 , dengan syarat Ny(a);::: 0 supaya 

J~ .;4~at eksp<~~:) dw = 1 {lihat Carrier et al. [1), Shahrir [10]), 

:::::; maks. iif>t(w)i [ 
1 (-w2) 

-
4

- eksp-
4
- lwl dw, 

1rat at 

= {4at/7r) 1
/
2 maks. 1¢' (w)i----+ 0 apabila t ----+ 0. 

lni bermakna hadt,...., 0 G(x, t; y, 0) = o(x- y). lni melengkapkan pembuktian. Usulan 
I) dengan bentuk (8(a)) dikenal pasti • 

X 

.a 

Ulasan: 

(a) Keputusan di atas boleh juga dibuktikan dengan menyelesaikan secara terus per­
samaan {1) menerusi teknik penjelmaan Fourier, seperti yang terlaksana dalam 
Shaharir dan Zainal [14]. Bentuk penyelesaian kamiran nyata {7) itu didapati mem­
punyai beberapa versi lain, {Shaharir [12), Shaharir dan Zainal [15,16]) dan sila 
rujuk kerja-kerja kami ini bagi ulasan yang relevan lagi terperinci berkaitan kepu­
tusan di atas. Khususnya mengenai kasus penting a> 0, .B > 0 bagi resapan klasik 
dan a = ih/2m dan .B = i/ h (khayal tulen) bagi persamaan SchrOdinger yang sedia 
terangkum dalam model resapan teritlak (1) itu dan bagaimana 'sikatan Feynman' 
dan sekaligus 'kamiran Feynman' dapat dibina. 

{b) Bagi kasus potensi pengayun harmonik, kami masih mendapati bahawa pendekatan 
makalah ini menghasilkan keputusan yang agak berserabut. Perspektif kami dalam 
Shaharir dan Zainal [15, 16]lebih menyakinkan dalam konteks ini. 
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3.0 KESIMPULAN 
Makalah ini mengesahkan kewujudan penyelesaian tepat berkamiran nyata (7) bagi per­

samaan resapan teritlak ( 1) berpotensi afin dengan a dan /3 nombor kompleks; a/3 bukan 
sifar dan Ny(a) 2:: 0. Keputusan ini menunjukkan adanya penyelesaian kamiran nyata yang 
menyerupai konsep kamiran lintasan Feynman (2), sama ada bagi persamaan Schrodinger 
(a,/3 khayalan tulen) mahupun resapan klasik (a> 0,/3 > 0) dengan potensi afin yang 
selama ini dilihat penyelesaiannya sebagai kamiran fungsian atas set fungsi selanjar sahaja 
(contohnya kamiran Weiner (3)) dan bukan atas set lintasan klasik. Seterusnya keputusan 
ini boleh diungkap secara formal sebagai 

1/J(x,t) = JN(x,u2) [ eksp(-/31t V('y(s))ds). IB(t) ¢(-y(o))] (12) 

jangkaan terhadap suatu taburan normal kompleks N(x, 0"2 (t)) dengan minx dan varians 

0"2 (t) = 2at, yang menyerupai konjektur (5) dengan JB(t) = (.BL
2
t

3 
+12"'.8

2
L

2
t

3
). 

Penyelesaian (12) itu jelas membayangkan adanya proses stokastik yang melandasi re­
sapan teritlak (1) berpotensi afin itu, walaupun kami belum dapat mengecam secara terper­
inci bentuk proses stokasik tersebut (Shaharir dan Zainal [15],[16[ bagi perbincangan dan 
matlamat kami mengikut arah ini, khususnya hasrat kami untuk menjelmakan hasil (12) 
dalam ruang nyata kepada ruang fungsi supaya dapat dirnaktubkan 'sukatan Feynman' dan 
sekaligus 'kamiran Feynman'). Walau apapun hasil (12) itu adalah realisasi penyelesaian 
berbentuk kairan Feynman yang tepat dalam sebutan kamiran nyata (iaitu bukan kamiran 
fungsian) bagi persamaan (1) berpotensi afin. Tambahan pula, keputusan di atas mema­
parkan juga suatu pendekatan baru secara matematik kepada penyatuan di antara domain 
klasik (persamaan resapan klasik) dan domain kuantum (persamaan Schrooinger) menerusi 
persamaan resapan teritlak (1) berpotensi afin. 
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